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Di solito date le coordinate di due punti si richiede di determinare la
loro distanza. Qùı esaminiamo un sorta di problema “inverso” particolare,
suggerito da G. Lino.

Fissati a priori i tre punti P1 ≡ (a, 0, 0) , P2 ≡ (0, a, 0) e P3 ≡ (0, 0, a) †

e dato un punto Q ≡ (x, y, z) , di cui sono note le distanze d1, d2 e d3
da P1, P2 e P3 rispettivamente, determinarne le coordinate.

Possiamo scrivere il seguente sistema di equazioni:
(x− a)2 + y2 + z2 = d21
x2 + (y − a)2 + z2 = d22
x2 + y2 + (z − a)2 = d23 ,

ossia 
x2 + y2 + z2 − 2ax = d21 − a2
x2 + y2 + z2 − 2ay = d22 − a2
x2 + y2 + z2 − 2az = d23 − a2 .

(1)

A questo punto occorre notare che se si dispone anche della distanza d0
di Q dall’origine O degli assi, poiché d20 = x2 +y2 +z2 , il sistema (1) porge
immediatamente la soluzione

x = (a2 + d20 − d21)/2a = (d0 − d1)(d0 + d1)/2a+ a/2
y = (a2 + d20 − d22)/2a = (d0 − d2)(d0 + d2)/2a+ a/2
z = (a2 + d20 − d23)/2a = (d0 − d3)(d0 + d3)/2a+ a/2 .

Nel caso (se possibile da evitare) che d0 non sia noto, sottraendo nel
sistema (1) la seconda e la terza equazione dalla prima otteniamo:

x2 + y2 + z2 − 2ax = d21 − a2
2ay − 2ax = d21 − d22
2az − 2ax = d21 − d23 ,

ovvero 
x2 + y2 + z2 − 2ax = d21 − a2
y = x+ (d21 − d22)/2a
z = x+ (d21 − d23)/2a .

(2)

† a > 0 , la scelta di questi punti appare opportuna dal punto di vista delle applicazioni
pratiche e semplifica calcoli già sufficientemente complicati.
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La prima delle (2) è l’equazione delle superfice sferica σ1σ1σ1 con centro
in P1 e raggio d1 . La seconda e la terza delle (2) sono le equazioni della
retta %%% che iterseca σ1σ1σ1 in Q e Q′ punto questo simmetrico a Q rispetto
al piano πππ , passante per i punti P1 , P2 e P3 , di equazione x+ y+ z = a ;
infatti %%% rimane ortogonale a πππ .

Rimpiazzando nella prima delle (2) le variabili y e z con le espressioni
a secondo membro delle altre due, otteniamo la seguente equazione:

x2 + x2 + x(d21 − d22)/a+ (d21 − d22)2/4a2 +

x2 + x(d21 − d23)/a+ (d21 − d23)2/4a2 − 2ax = d21 − a2 .
Posto D2 = (d21 − d22)/2a e D3 = (d21 − d23)/2a ,
il sistema (2) assume la forma:

3x2 + 2(D2 +D3 − a)x+D2
2 +D2

3 − d21 + a2 = 0
y = x+D2

z = x+D3 ;
(3)

dove la prima equazione, di secondo grado in x , ha discriminante

∆ = 4 { 3d21 + 2[[[D2D3 − a(a+D2 +D3)−D2
2 −D2

3 ]]] }

e soluzioni

x =
a−D2 −D3 ∓

√
∆/4

3
.

Se ∆ > 0 , il sistema (3) ‡ ammette le due soluzioni:

x1 =
a−D2 −D3 −

√
∆/4

3
,

y1 =
a+ 2D2 −D3 −

√
∆/4

3
,

z1 =
a−D2 + 2D3 −

√
∆/4

3

e

x2 =
a−D2 −D3 +

√
∆/4

3
,

y2 =
a+ 2D2 −D3 +

√
∆/4

3
,

z2 =
a−D2 + 2D3 +

√
∆/4

3
.

Queste sono le coordinate dei punti Q e Q′ (che non giacciono su πππ) .

Se |∆| è molto piccolo, Q è molto prossimo a πππ e quindi anche a Q′ ;
potrebbe essere difficile stabilire quale dei due punti è Q .
Se ∆ = 0 , Q coincide con Q′ e giace su πππ . Come nel caso precedente,
i calcoli potrebbero diventare critici e causare scarsa precisione.

Se infine ∆ < 0 , qualcuna fra le rilevazioni di d1 , d2 e d3 è errata.

In pratica, fissato a (valori suggeriti sono 1/2, oppure 1), conviene scri-
vere un programma che calcoli nell’ordine, D2 , D3 , a−D2 −D3 , ∆/4 ed
infine (x1 , y1 , z1) e (x2 , y2 , z2) .

‡ I sistemi (3), (2) e (1) sono equivalenti
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Nel programma che segue (in linguaggio C), d1 , d2 e d3 vengono passati
(nell’ordine) come parametri. Viene fissato a = 1 , per ogni altra scelta
basta modificare la riga relativa (commentata).

Concludiamo con due esempi:
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Esempio 1. Disastro! Con le distanze arrotondate ai centesimi i risultati
sono del tutto sballati. Naturalmente Q (coincide con Q′ e) sta su πππ .
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Esempio 2.
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